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Bevölkerungsvorausberechnungen erläutern die Folgen der bereits angeleg-
ter Strukturen und erkennbarer Veränderungen in der Bevölkerung auf die
zukünftige Population. Sie sind entscheidend für zahlreiche politische, gesell-
schaftliche und wirtschaftliche Entscheidungsprozesse, wie z.B. die Finanzie-
rung der sozialen Sicherungssysteme, die Arbeitsnachfrage und -angebot aber
auch die Finanzierung öffentlicher Infrastrukturen.
In der vorliegenden Arbeit wird eine stochastische Bevölkerungsvorausbe-
rechnung durchgeführt, die im Gegensatz zu deterministischen Modellrech-
nungen neben einer Punktschätzung auch Angaben von Intervallschätzun-
gen und von Wahrscheinlichkeitsverteilungen liefert. Dies gilt nicht nur für
die eigene Prognose der Bevölkerungsgröße sondern auch für andere Kenn-
größen wie z.B. Jugend- oder Altenquotient, die uns eine Information über
die Bevölkerungsstruktur geben. Zuletzt werden in der hier vorliegenden sto-
chastischen Modellen die zeitliche Korrelationen bzw. Autokorrelationen der
demografischen Variablen berücksichtigt, siehe Babel (2007).
Die Bevölkerungsvorausberechnung basiert auf der Modellierung der demo-
grafischen Variablen Mortalität, Fertilität und Migration, welche in den fol-
genden drei Kapiteln beschrieben werden. Das Kapitel 2 beginnt mit der
Beschreibung des zur Modellierung der Mortalität verwendeten Datensat-
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zes. Im Abschnitt 2.2 wird das Lee-Carter-Modell für die altersspezifischen
Sterbeziffern vorgestellt und im letzten Abschnitt des zweiten Kapitels wird
die Prognose der Mortalität und der Lebenserwartung aufgezeigt. Das Ka-
pitel 3 widmet sich analog der Analyse der Fertilitätsdaten (Abschnitt 3.1),
der Modellbeschreibung für die Fertilität (Abschnitt 3.2) und zuletzt auch die
Prognose der Geburtenhäufigkeit. Kapitel 4 schließt sich mit der Analyse und
Festlegung der Annahmen an die Migration an. Kapitel 5 beschreibt zuerst
im Abschnitt 5.1 die demografischen Methoden zur Bevölkerungsentwick-
lung, im Weiteren werden die Ergebnisse der stochastischen Modellrechnung
präsentiert. Im letzten Abschnitt 5.3 werden die Ergebnisse der stochasti-
schen Vorausberechnung mit den Ergebnissen der 11. koordinierten Bevölke-
rungsvorausberechnung des Statistischen Bundesamtes aus dem Jahre 2006
verglichen, siehe Stat.Bundesamt (2006a). Schließlich werden in Kapitel 6
Auswirkungen der demografischen Entwicklung in Deutschland auf ein neues
Rentensystem analysiert. Eine Zusammenfassung der erworbenen Ergebnis-
sen bietet zum Schluss das Kapitel 7.
Kapitel 2
Mortalität
Aufgrund des medizinischen Fortschritts und der besseren Lebensbedingun-
gen ist die Lebenserwartung in Deutschland im Laufe des 20. Jahrhunderts
gestiegen. Den Trend der Lebenserwartung im früheren Bundesgebiet ist in
der Abbildung 2.1 abgebildet. So ist beispielsweise die Lebenserwartung ei-
nes neugeborenen Mädchen (rote Linie) von 70.9 Jahren im Jahr 1956 auf
81.8 Jahre im Jahr 2004 gestiegen. Bei einem neugeborenen Jungen betrug
die Lebenserwartung (blaue Linie) im Jahr 1956 65.9 Jahre, im Jahr 2004
waren es bereits 76.5 Jahre. Die Mortalität ändert sich jedoch nicht nur im
Laufe der Zeit, sie unterscheidet sich auch in einzelnen Altersgruppen, was
auch auf die Bevölkerungsentwicklung Auswirkungen hat.
Der folgende Abschnitt 2.1 widmet sich der Beschreibung des in der Modell-
rechnung verwendeten Datensatzes. Im Abschnitt 2.2 wird das Lee-Carter-
Modell für die Mortalität dargestellt, der letzte Abschnitt diesen Kapitels




Abbildung 2.1: Lebenserwartung bei Geburt für Frauen (rote Linie) und Män-
ner (blaue Linie) im früheren Bundesgebiet.
2.1 Datensatz
Für die Mortalitätsanalyse wurden geschlechts- und altersspezifische Ster-
beziffern verwendet. Die geschlechts- und altersspezifische Sterbeziffer wird
definiert als “die Zahl der männlichen oder weiblichen Gestorbenen eines Al-
ters bezogen auf 1000 Lebende des entsprechenden Alters und Geschlechts“1.
Die altersspezifischen Sterbeziffern dienen als das einfachste Maß der Sterb-
lichkeitsintensität und sind auch für den internationalen Vergleich geeignet,
da sie von der Altersstruktur der Bevölkerung im jeweiligen Land unabhängig
sind, siehe Schmerbach (2001).
Der für die Analyse verwendete Datensatz stammt aus der Online-Datenbank
"The Human Mortality Database"(www.mortality.org). Es wurden die ge-
schlechtsspezifischen Sterbeziffern für einjährige Altersgruppen von unter 1
Jahr bis 110 und mehr Jahre im Zeitraum vom Jahr 1956 bis 2004 ver-
wendet. Insbesondere in den ältesten Altersgruppen kommen aufgrund der
1Quelle: lexikon.meyers.de
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Abbildung 2.2: Altersspezifische Sterbeziffer für Männer und Frauen im Ost-
deutschland (rote Linie) und Westdeutschland (dunkelblaue Linie).
kleinen Fallzahlen viele fehlende oder inkonsistente Werte (größer als 1) vor.
Um diese zu beseitigen werden die Werte ab dem ersten inkonsistenten bzw.
fehlenden Wert bis zum Jahr 110 linear interpoliert. Für die letzte Alters-
gruppe (110-jährige und ältere) wird eine maximale Sterberate angenommen.
Damit können die fehlenden Werte in den ältesten Altersgruppen mit einer
einheitlichen Methode plausibel fortgesetzt werden, wobei die Ergebnisse der
Bevölkerungsvorausberechnung nur unerheblich beeinflusst werden.
Für den Zeitraum 1956 bis 1990 liegen nur getrennte Daten für die alten Bun-
desländer und die ehemalige DDR vor. Seit der Wiedervereinigung Deutsch-
lands liegen Daten sowohl für das gesamte Bundesgebiet als auch separat für
das ehemalige West- und Ostdeutschland vor. Wie man in der Abbildung
2.2 beobachten kann, haben sich die Mortalitätsverhältnisse der Männer und
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Frauen im Ostdeutschland an die Verhältnisse in Westdeutschland in den
letzten 15 Jahren angepasst. Während im Jahr 1990 die Sterbeziffern der
ostdeutschen Männer bzw. Frauen deutlich über diejenige der Westdeutschen
liegen, ist der Verlauf der Sterbeziffern der ost- und westdeutschen Frauen
im Jahr 2004 beinah identisch. Kleine Unterschiede sind nur bei den jün-
geren Frauen zwischen 2 und 20 Jahren zu beobachten. Die Anpassung der
Mortalitätsverhältnisse der ostdeutschen an die der westdeutschen Männer
erfolgt ebenfalss, wenn auch nicht so schnell wie bei den Frauen. Geringe
Unterschiede sind sowohl bei den jungen Männern zwischen 2 und 15 Jahren
als auch bei den Männern im produktiven Alter zwischen 30 und 60 Jahren
zu erkennen.
Trotz der nur noch geringen Unterschiede zwischen den Sterberaten im Ost-
und Westdeutschland ist anzunehmen, dass sich die Sterbeziffern der Men-
schen in Ostdeutschland noch weiter anpassen werden. Im Weiteren erfolgt
daher nur eine Analyse der Sterberaten für das ehemalige Bundesgebiet, die
prognostizierte Werte für Westdeutschland werden auch für ostdeutsche Män-
ner und Frauen angenommen. Einen weiterführenden Vergleich der Mortali-
tätsentwicklung in Ost- und Westdeutschland bietet Lipps und Betz (2005);
Babel (2007).
2.2 Modellierung der Mortalität
Wie bereits erwähnt, ändern sich die altersspezifischen Sterbeziffern nicht
nur im Laufe der Zeit sondern auch in einzelnen Altersgruppen. Eine drei-
dimensionale Darstellung der männlichen und weiblichen Sterbeziffern zeigt
die Abbildung 2.3,wobei an der x-Achse die Jahreszahl, an der y-Achse die
einzelne Altersgruppen und an der z-Achse die dazugehörige Sterbeziffer ab-
gebildet werden. Die Farben der Punkte werden mit steigender Sterblichkeit
dunkler. In beiden Grafiken kann man in der ersten Linie eine kontinuierlich
abnehmende Säuglingssterblichkeit erkennen. Deutlich ist auch die höhere
Sterblichkeit der jungen Männer bis zum 20. Lebensjahr im Vergleich zu den
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Frauen, die beinahe ausschließlich Verkehrsunfällen zuzuschreiben ist, siehe
Dinkel und Luy (1999). Ein rapider Anstieg der Sterblichkeit ist bei Frauen
ab dem 70. Lebensjahr, bei Männern ab dem 60. Lebensjahr zu beobachten.
Um die Mortalitätseinflüsse in die altersspezifischen und zeitabhängigen Kom-
ponenten zu trennen und anschließend die Prognose in der Zukunft modellie-
ren zu können wird auf die Datenmatrix das Lee-Carter Modell beschrieben
von Lee und Carter (1992) angewendet. Für die altersspezifische Sterbeziffer
mx,t der Altersgruppe x im Jahr t gilt dann:
log(mx,t) = ax + bxkt + εx,t , (2.1)
mit den altersspezifischen Konstanten ax und bx, dem zeitabhängigen Morta-
litätsindex kt und dem Störterm εx,t. Die Funktion exp(ax) stellt die generelle





folgt die Interpretation der altersspezifischen Konstanten bx; sie beschreiben,
welche Sterberaten schneller bzw. langsamer hinsichtlich der Veränderungen
in kt sinken. Der Störterm εx,t mit Erwartungswert 0 und Varianz σ2ε spiegelt
die zufälligen, nicht durch das Modell abgebildeten Einflüsse. Das logarith-
mische Modell wird verwendet um negative Sterbeziffern in der Vorhersage
zu verhindern.
Um die Parameter des Modells für die vorhandenen Daten der deutschen
Sterbeziffer zu schätzen, sucht man nach einer Lösung der Gleichung (2.1)
mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate. Jedoch ist das Modell unter-






kt = 0 , (2.2)
wobei ω die längste Lebensdauer bezeichnet (für die verwendeten Daten gilt:
ω = 110). Für das Ausgangsjahr des hier benutzten Datensatzes 1956 ist
t = 1, für den Zeithorizont T gilt dann mit dem Endjahr des Datensatzes
2004: T = 2004− 1956 + 1 = 49.
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Abbildung 2.3: Logarithmierte altersspezifische Sterbeziffer für Männer
(oben) und für Frauen (unten).
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Auf das Modell (2.1) können jedoch keine Standardregressionsverfahren an-
gewendet werden, weil an der rechten Seite keine Regressoren, sondern nur
zu schätzende Parameter zusammen mit dem unbekannten Index kt stehen.
Deshalb wird für die Schätzung des Modells die “Singular Value Decompo-
sition“(SVD, in deutscher Literatur auch Singulärwertzerlegung) verwendet.
Es wird die Matrix M = log(mx,t)− ax zerlegt, so dass gilt:
M = [log(mx,t)− ax] = Γ Λ ∆> , (2.4)
wobei Γ(ω× r) und ∆(T × r) orthonormale Matrizen mit r = rank(M) und
Λ = diag(λ1/21 , . . . , λ
1/2
r ) mit den Eigenwerten λi, i = 1, . . . , r von M>M
repräsentieren, siehe Härdle und Simar (2007). Der erste Spaltenvektor der
Matrix Γ nach Normierung (2.2) entspricht dem Vektor der altersspezifischen
Parameter bx. Der erste Spaltenvektor der Matrix ∆ multipliziert mit dem
größten Eigenwert λ1 liefert die Schätzwerte des zeitabhängigen Index kt.
Die geschätzten Werte der altersspezifischen Konstanten ax und bx zeigt die
Tabelle 2.1 getrennt für Männer und Frauen. Das generelle Niveau der Mor-
talität repräsentiert mit ax ist bei Frauen in allen Altersgruppen (außer jener
der 106-jährigen) niedriger als bei Männern. Die Werte ax der Neugeborenen
sind deutlich höher als bei älteren Kindern, sie entsprechen etwa den Werten
der 58-jährigen Männern bzw. der 63-jährigen Frauen, was Ausdruck der er-
höhten Säuglingssterblichkeit ist. Wie bereits erwähnt, beschreiben die Kon-
stanten bx die Veränderungen hinsichtlich der Änderungen in kt. Die größten
Werte sowohl bei Männern als auch bei Frauen sind in den jüngsten Alters-
gruppen zu finden, was dem Rückgang der Säuglings- und Kindersterblichkeit
in der 2. Hälfte des 20. Jahrhunderts zu zuschreiben ist. Noch zu erwähnen
sind die etwas höheren Werte der Konstante bx der 23- bis 40-jährigen Frau-
en, die den Rückgang der Müttersterblichkeit und der mit Schwangerschaft in
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Abbildung 2.4: Geschätzter Mortalitätsindex kt für Männer (blaue Linie)
und Frauen (rote Linie).
Verbindung stehenden Todesursachen abbilden, siehe Dinkel und Luy (1999).
Der Verlauf der Indizes kt der männlichen (blaue Linie) und weiblichen (rote
Linie) Sterblichkeit in der Zeitspanne von 1956 bis 2004 zeigt die Abbildung
2.4. Beide Indizes sinken annähernd linear, wobei der weibliche Mortalitätsin-
dex schneller als der männliche abfällt. Von Vorteil für die weitere Vorhersage
ist auch die kleine Varianz der Schwankungen.
Die Güte der Anpassung zeigen die dreidimensionalen Abbildungen 2.5. Die
roten Punkte stellen hierbei die tatsächlichen logarithmierten Sterbeziffern
dar, die blaue Oberfläche zeigt die durch das Lee-Carter Modell geschätzten
Werte. Auf der x-Achse sind die Beobachtungsjahre abgebildet, die y-Achse
zeigt die einzelne Altersgruppen.
Die aufgeklärte Varianz (explained variance) der einzelnen Altersgruppen bei
Frauen liegt überwiegend über 90%, abgesehen von einigen Altersgruppen
zwischen 13 und 21 Jahren und den ältesten Altersgruppen ab dem 93. Le-
bensjahr. Bei Männern liegt die aufgeklärte Varianz der 16- bis 18-jährigen,
der 40-jährigen und der 81-jährigen und älteren unter der Neunzigprozent-
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Männer Frauen
Alter ax bx · 103 ax bx · 103
0 -4.27 27.24 -4.52 23.58
1 -6.90 22.56 -7.05 19.45
2 -7.37 22.35 -7.60 19.06
3 -7.58 22.06 -7.83 18.58
4 -7.78 24.27 -8.04 19.35
5 -7.87 24.33 -8.18 19.42
6 -7.95 24.13 -8.27 18.40
7 -8.04 24.34 -8.37 17.85
8 -8.07 21.56 -8.50 16.30
9 -8.20 22.48 -8.58 16.66
10 -8.27 21.91 -8.67 14.91
11 -8.22 17.34 -8.63 13.53
12 -8.18 17.57 -8.62 13.68
13 -8.11 17.21 -8.57 13.04
14 -7.92 16.83 -8.38 13.49
15 -7.65 15.58 -8.13 11.96
16 -7.19 15.16 -7.93 11.65
17 -7.00 14.14 -7.85 11.00
18 -6.65 10.86 -7.66 7.99
19 -6.60 11.64 -7.66 8.14
20 -6.61 11.75 -7.67 8.38
21 -6.61 11.73 -7.72 9.92
22 -6.65 11.24 -7.71 10.13
23 -6.68 10.70 -7.70 10.80
24 -6.71 10.54 -7.66 10.47
25 -6.73 10.30 -7.64 11.23
26 -6.74 10.58 -7.61 11.38
27 -6.73 10.17 -7.55 11.52
28 -6.71 10.01 -7.50 11.51
29 -6.69 10.15 -7.44 11.86
30 -6.66 9.97 -7.38 11.65
31 -6.61 9.59 -7.31 11.51
32 -6.57 9.62 -7.23 11.45
33 -6.52 9.43 -7.16 10.91
34 -6.46 9.03 -7.08 10.24
35 -6.40 8.86 -6.98 10.05
36 -6.33 8.64 -6.90 9.64
37 -6.24 8.57 -6.80 9.21
38 -6.16 8.14 -6.71 9.19
39 -6.06 8.18 -6.63 8.87
40 -5.98 7.30 -6.54 8.42
41 -5.90 7.08 -6.44 8.32
42 -5.80 6.72 -6.35 7.96
43 -5.71 6.55 -6.25 7.49
44 -5.62 6.60 -6.17 7.38
45 -5.52 6.23 -6.07 7.20
46 -5.42 6.24 -5.98 7.09
47 -5.33 6.17 -5.90 7.11
48 -5.23 6.34 -5.81 6.99
49 -5.14 6.30 -5.73 7.04
50 -5.03 6.28 -5.64 6.91
51 -4.94 6.87 -5.56 6.95
52 -4.84 6.70 -5.48 7.06
53 -4.75 6.84 -5.40 7.03
54 -4.65 7.10 -5.32 7.02
55 -4.55 7.38 -5.25 7.17
Männer Frauen
Alter ax bx · 103 ax bx · 103
56 -4.45 7.64 -5.16 7.13
57 -4.35 7.84 -5.08 7.29
58 -4.26 8.04 -4.98 7.44
59 -4.16 8.03 -4.90 7.69
60 -4.06 8.26 -4.80 7.94
61 -3.96 8.32 -4.71 8.13
62 -3.86 8.39 -4.61 8.40
63 -3.77 8.42 -4.51 8.54
64 -3.68 8.40 -4.40 8.90
65 -3.58 8.53 -4.30 9.06
66 -3.48 8.57 -4.19 9.21
67 -3.39 8.30 -4.08 9.29
68 -3.30 8.37 -3.97 9.36
69 -3.21 8.27 -3.86 9.47
70 -3.11 8.21 -3.74 9.75
71 -3.02 8.04 -3.63 9.77
72 -2.92 7.91 -3.51 9.74
73 -2.83 7.85 -3.39 9.96
74 -2.74 7.72 -3.27 9.98
75 -2.65 7.53 -3.14 9.97
76 -2.55 7.64 -3.03 9.85
77 -2.46 7.32 -2.90 9.85
78 -2.37 7.23 -2.79 9.56
79 -2.28 6.92 -2.67 9.37
80 -2.18 6.31 -2.54 8.70
81 -2.08 6.03 -2.42 8.24
82 -1.99 5.77 -2.31 8.02
83 -1.90 5.41 -2.19 7.62
84 -1.81 5.20 -2.08 7.21
85 -1.72 5.03 -1.96 6.96
86 -1.62 4.45 -1.86 6.33
87 -1.53 4.16 -1.75 5.87
88 -1.45 4.03 -1.65 5.57
89 -1.37 3.65 -1.55 5.13
90 -1.28 3.44 -1.46 4.76
91 -1.19 3.28 -1.36 4.42
92 -1.12 3.25 -1.28 4.17
93 -1.04 3.01 -1.20 3.85
94 -0.97 2.47 -1.11 3.71
95 -0.90 2.63 -1.03 3.48
96 -0.84 2.01 -0.96 3.32
97 -0.80 1.95 -0.89 3.10
98 -0.77 1.19 -0.83 2.75
99 -0.53 5.78 -0.67 4.67
100 -0.43 2.19 -0.59 4.37
101 -0.52 1.13 -0.62 1.61
102 -0.47 2.17 -0.54 3.09
103 -0.49 2.14 -0.55 1.94
104 -0.51 0.63 -0.54 2.62
105 -0.42 1.96 -0.51 2.84
106 -0.46 7.98 -0.39 3.95
107 -0.35 7.53 -0.41 7.58
108 -0.21 4.31 -0.28 6.04
109 -0.09 1.72 -0.20 5.20
110 0.00 0.00 -0.04 2.10
Tabelle 2.1: Geschätzte Werte (SVD) der Parameter ax und bx getrennt für
Männer und Frauen.
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grenze. Als ein gemeinsames Maß kann man die so genannte aufgeklärte
Gesamtvarianz (total explained variance) verwenden, die man durch das Ver-
hältnis der Summe der ungeklärten Varianzen aller Altersgruppen und der
Summe der Gesamtvarianzen aller Altersgruppen abgezogen von 1 bekommt.
Das Modell für Frauen erklärt somit 87.6% der Gesamtvarianz, das Modell
für Männer 87.8% der Gesamtvarianz, was eine relativ gute Anpassung des
Modells zeigt.
2.3 Prognose der Mortalität
Zum Erstellen der Mortalitätsprognose ist es erforderlich ein adäquates Zeitrei-
henmodell für den Mortalitätsindex kt zu finden. Nach standardmäßigen
Modellidentifikationsprozeduren, siehe z.B. Hamilton (1994), zeigte sich der
Random Walk mit Drift (auch Zufallsbewegung oder Irrfahrt mit Drift) für
die beiden Mortalitätsindizes (weiblich und männlich) als geeignet.
Der Random Walk mit Drift ist ein ARIMA (Autoregressive Integrated Mo-
ving Average) Prozess, der nur ein integriertes Teil ersten Grades I(1) ent-
hält, was einer Stationarität der ersten Differenzen entspricht, siehe Hamilton
(1994). Für den Mortalitätsindex kt lautet der Random Walk mit Drift fol-
gendermaßen:
kt = δ + kt−1 + ut , (2.5)
wobei δ den stochastischen Trend und ut das weiße Rauschen2 mit Null-
erwartungswert und konstanter Varianz σ2u für alle t darstellt.
Mit Hilfe der statistischen Software XploRe werden die Parameter des Mo-
dells getrennt für den männlichen und den weiblichen Mortalitätsindex ge-
schätzt. Folgende zwei Gleichungen zeigen die geschätzten Modelle mit den
2Das weiße Rauschen (auch White Noise) ist eine Sequenz unkorrelierten Variablen
mit einem Nullerwartungswert und einer konstanten endlichen Varianz σ2u, bezeichnet als
ut ∼ WN(0, σ2u)
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Abbildung 2.5: Tatsächliche (rote Punkte) und geschätzte (blaue Oberfläche)
Sterbeziffern für Frauen auf logarithmischer Skala.
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Standardabweichungen:
kt = −1.84 + kt−1 + ut mit σ̂u = 6.33 für Männer,
kt = −2.15 + kt−1 + ut mit σ̂u = 5.11 für Frauen.
Die Konstante δ = −1.84(−2.15) bezeichnet die durchschnittliche jährliche
Änderung in k. Wie in der Abbildung 2.4 zu sehen ist, sinkt der Mortalitätsin-
dex bei Frauen schneller als bei Männern. Das bestätigt auch die geschätzte
Konstante δ im Zeitreihenmodell, die bei Frauen einen größeren absoluten
Wert als bei Männern aufweist. Die geschätzte Standardabweichung σ̂u be-
zeichnet die Unsicherheit für die einjährige Prognose des Prozesses kt, die
Unsicherheit steigt mit der Quadratwurzel des vorhersagten Zeithorizonts.
Die Vorhersagefunktion für den Random Walk mit Drift bekommt man als
Lösung folgender Differentialgleichung, die man aus der Definition (2.5) nach
Vernachlässigung des weißen Rauschens bekommt, für Details siehe z.B. Mo-
ral und González (2003):
kt − kt−1 = δ . (2.6)
Für den Vorhersagewert kT (l) mit Ausgangszeitpunkt T im Zeitpunkt T + l
gilt dann:
kT (l) = cT + l · δ l = 1, 2, . . . . (2.7)
Die Vorhersagefunktion ist damit eine lineare Funktion, die nur durch die
Konstante cT vom Ausgangspunkt T abhängt. Für l = 0 gilt dann cT = kT .
Die Abbildung (2.6) zeigt die Vorhersagefunktion kT (l) bis zum Jahr 2070
zusammen mit dem 95%-Konfidenzintervall, der nach 5000 Simulationen des
Prozesses mit einem normalverteilten weißen Rauschen geschätzt wurde.
Für eine bessere Darstellung der Mortalität wird aus den geschätzten alters-
spezifischen Sterbeziffern die Lebenserwartung berechnet. Die (fernere) Le-
benserwartung im Alter x im Zeitpunkt t lässt sich nach demographischen
Standardverfahren als Funktion der einjährigen Sterbewahrscheinlichkeiten
15
Abbildung 2.6: Der Mortalitätsindex mit seiner Prognose von 2005 bis 2074
mit 95%-Konfidenzintervall nach 5000 Simulationen. Blaue Linien stehen für
Werte der männlichen Mortalität, rote Linien für Werte der weiblichen Mor-
talität.
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Abbildung 2.7: Einige Simulationen der Lebenserwartung bis zum Jahr 2074
für Männer (blau) und für Frauen (schwarz).









(1− qi,t) . (2.8)
Hierbei bezeichnet qx,t die „Wahrscheinlichkeit für eine genau x-jährige Per-
son, vor Vollendung des nächsten Lebensjahres zu sterben“, nach Schmerbach
(2001). Die Sterbewahrscheinlichkeit berechnet man mit Hilfe der Methode





Die Abbildung (2.7) zeigt den Zeitverlauf und einige der 5000 Simulation der
Lebenserwartung eines neugeborenen Mädchens (schwarze Linien) und eines
Jungens (blaue Linien). Auch in Zukunft liegt damit die Lebenserwartung
der Männer deutlich unter der Lebenserwartung der Frauen, bei beiden Ge-
schlechtern ist einen weiteren Anstieg der Lebenserwartung in der Zukunft
zu erwarten.
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Die Verteilung der Lebenserwartung eines Neugeborenen im Jahr 2070 zeigt
die Abbildung 2.8 in Form eines Histogramms. Der Median der Lebenser-
wartung beträgt 90.5 Jahren bei Frauen bzw. 84.3 Jahren bei Männern. Der
90%-Konfidenzintervall liegt zwischen 86.8 und 93.5 Jahren bei Frauen bzw.
78.8 und 88.4 Jahren bei Männern. Eine Übersicht der vorausgesagten Werte
mit 5%- und 95%-Quantilen in ausgewählten Jahren bietet die Tabelle 2.2.
Bei den Frauen ist einen durchschnittlichen Anstieg 1.3 Jahre pro Jahrzehnt
bis zum Jahr 2050 und danach 1.1 Jahre pro Jahrzehnt zu beobachten. Bei
Männern zeigt sich der höheren Anstieg nur bis zum Jahr 2040, danach er-
höht sich die Lebenserwartung um 1.1 bzw. nur 1 Jahr pro Dekade.
Männer Frauen
Jahr 5%-Qntl. Median 95%-Qntl. 5%-Qntl. Median 95%-Qntl.
2010 74.3 77.0 79.3 81.0 82.8 84.6
2020 74.8 78.4 81.6 81.8 84.4 86.7
2030 75.5 79.7 83.4 82.6 85.8 88.5
2040 76.2 81.0 84.9 83.7 87.1 89.9
2050 77.0 82.2 86.2 84.8 88.3 91.3
2060 77.9 83.3 87.4 85.7 89.4 92.5
2070 78.8 84.3 88.4 86.8 90.5 93.5
Tabelle 2.2: Geschätzte Lebenserwartung eines Neugeborenen getrennt für
Männer und Frauen zusammen mit 5%- und 95%-Quantilen nach 5000 Si-
mulationen.
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Abbildung 2.8: Histogramm der männlichen (oben) und weiblichen (unten)
Lebenserwartung bei Geburt im Jahr 2070.
Kapitel 3
Fertilität
Fertilität oder auch Geburtenhäufigkeit ist nach der Mortalität eine weitere
demographische Komponente, die die Bevölkerungsstruktur und -größe be-
einflusst.
Die Geburtenhäufigkeit wird unter anderem mittels altersspezifischer Ge-
burtenziffern gemessen, die als „Anzahl der Lebendgeborenen der Mütter
bestimmten Alters je 1000 Frauen gleichen Alters“ definiert ist, siehe Stat.-
Bundesamt (2006b). Die Summe der altersspezifischen Geburtenziffern gibt
die Total Fertility Rate (TFR), auch zusammengefasste Geburtenziffer, die
sich als „Zahl der Kinder, die 1000 Frauen im Laufe ihres Lebens gebären,
und zwar unter der Annahme, dass sich die altersspezifischen Geburtenzif-
fern künftig nicht ändern“ ergibt, siehe Stat.Bundesamt (2006b). Die Total
Fertility Rate wird von Änderungen im Altersaufbau nicht beeinflusst und ist
damit für den internationalen Vergleich geeignet1. Die Abbildung 3.1 zeigt
den Verlauf der TFR bezogen auf eine Frau in Westdeutschland zwischen
den Jahren 1950 und 2005. Das Maximum erreichte die TFR im Jahr 1964
mit 2.54 Kindern pro Frau. Nach der sogen. „Babyboom“-Phase Ende der
50er und Anfang der 60er Jahren kam nach der Erfindung der Antibabypille
Ende der 60er Jahren ein starker Rückgang der Fertilität bis zum Tiefpunkt




im Jahr 1985 mit 1.28 Kinder pro Frau. Ab diesem Zeitpunkt schwankt die
Total Fertility Rate um den Wert 1.4 Kinder pro Frau.
In diesem Kapitel wird die stochastische Modellierung der altersspezifischen
Abbildung 3.1: Total Fertility Rate pro Frau in Westdeutschland.
Fertilität vorgestellt: der nächste Abschnitt beschreibt den dafür verwende-
ten Datensatz, der Abschnitt 3.2 zeigt das verwendete Modell und der letzte
Abschnitt 3.3 fasst die gewonnenen Ergebnisse zusammen.
3.1 Datensatz
Für die Fertilitätsanalyse werden die altersspezifischen Geburtenziffer der 15-
bis 44-jährigen Mütter verwendet. Vom Statistischen Bundesamt stehen die
altersspezifischen Geburtenziffern für Westdeutschland vom Jahr 1950 bis
2005, seit der Wiedervereinigung auch für Ostdeutschland2 zur Verfügung.
Analog zu dem Mortalitätsverfahren ist anzunehmen, dass sich die Ferti-
litätsverhältnisse der ostdeutschen Frauen an diejenigen der westdeutschen
Frauen anpassen werden, was auch in Abbildung 3.2 zu erkennen ist. Die
2 c©Statistisches Bundesamt, Wiesbaden,2006
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blaue Linie stellt die altersspezifische Geburtenziffer für Westdeutschland,
die rote Linie diejenige für Ostdeutschland dar. Im Jahr 1990 sind insgesamt
höhere Kinderzahlen bei jüngeren Müttern im Ostdeutschland zu beobach-
ten. Das durchschnittliche Alter der Mutter bei Geburt eines Kindes lag 1990
im Ostdeutschland bei 25.1 Jahren, im Westdeutschland waren es dagegen
28.2 Jahre. Die Situation hat sich in 15 Jahren geändert: die Frauen im Ost-
deutschland bekommen ihre Kinder immer später, im Durchschnitt mit 28.5
Jahren, was bereits nah an dem Durchschnitt der westdeutschen Frauen (29.6
Jahre) liegt.
Deshalb folgt im Weiteren nur eine Analyse der Geburtenziffern für West-
deutschland, die geschätzten Werte zusammen mit der Zukunftsprognose
werden für das gesamte Bundesgebiet übernommen.
Abbildung 3.2: Altersspezifische Geburtenziffern für Ostdeutschland (rot)
und Westdeutschland (blau) in den Jahren 1990 und 2004.
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Abbildung 3.3: Altersspezifische Geburtenziffern der 15- bis 44-jährigen Müt-
ter von 1950 bis 2005.
3.2 Modellierung der Fertilität
Analog zu den altersspezifischen Sterbeziffern ändern sich auch die altersspe-
zifischen Geburtenziffer in der Zeit und gleichzeitig in den einzelnen Alters-
gruppen der Mütter. Eine dreidimensionale Darstellung der Geburtenziffern
bietet die Abbildung 3.3, wo an der x-Achse die Zeitspanne, an der y-Achse
die einzelne Altersgruppen der Mütter und an der z-Achse die dazugehörigen
Geburtenziffern abgebildet sind. Die Grafik zeigt sowohl die abnehmende An-
zahl der geborenen Kindern ab Ende der 60er Jahren als auch das steigende
Alter der Mütter beim Geburt eines Kindes.
Für die weitere Analyse werden die zeit- und altersabhängige Komponen-
te der Geburtenhäufigkeit getrennt. Analog zu Modell (2.1) wird auf die
Geburtenziffer fx,t der x-jährigen Mutter im Jahr t das Lee-Carter-Modell
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angewendet:
fx,t = ax + bxft + εx,t . (3.1)
ax und bx repräsentieren ebenfalls die altersabhängigen Parameter; ft den
zeitabhängigen Fertilitätsindex und εx,t den Störterm.
Das Lee-Carter-Modell für die Fertilität (3.1) wurde als lineares Modell an-
gewendet, da man hiermit bessere Schätzwerte als mit einem logarithmischen
Modell, wie z.B. bei der Mortalitätsmodellierung verwendet, erhält, siehe Lee
(1993). Im Fall der Geburtenziffern handelt es sich außerdem um relativ große
Werte im Bereich zwischen 1 und 180 Kindern. Aus diesem Grund besteht
kein Risiko der Schätzung einer negativen Geburtenziffern bei der späteren
Prognoseschätzung, weshalb die Anwendung eines logarithmischen Modells
nicht zwingend notwendig ist.
Da die Gleichung (3.1) keine eindeutige Lösung hat, müssen zunächst an die






kt = 0 . (3.2)
Der Ausgangsjahr mit t = 1 ist das Jahr 1950, für das Endjahr 2005 gilt
dann:
T = 2005− 1950 + 1 = 56.








Die altersspezifischen Konstanten bx und den Fertilitätsindex ft bekommt
man als Hauptvektoren der orthonormalen Matrizen, die man mit Hilfe der
Singulärwertzerlegung der Matrix [fx,t − ax] ableitet, analog zu (2.4).
Die Summe der Konstanten ax über das Alter x, bezeichnet als A, ist als
der Durchschnittswert der TFR über die ganze Zeitspanne zu interpretieren.
Summiert man die beiden Seiten der Gleichung (3.1) über x, bekommt man
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Tabelle 3.1: Geschätzte Werte (SVD) der Parameter ax und bx.
für den Zeitverlauf der TFR:
TFRt = A + ft + Et , (3.4)
wobei Et die Summe der εx,ts über das Alter x bezeichnet. So kann man den
Fertilitätsindex ft als die Abweichung der TFR in der Periode t von ihrem
langzeitigen Durchschnittswert erklären.
Die geschätzten Werte der altersspezifischen Konstanten ax und bx zeigt
die Tabelle 3.1. Die größten Werte über 100 des Parameters ax liegen in den
Altersgruppen zwischen 23 und 30 Jahren, in welchen die Mütter die meisten
Kinder bekommen. Die größte Veränderung in der Zeitperiode geschah in den
Altersgruppen der 21- bis 25-jährigen Müttern, wo die Konstante bx ihre
größte Werte über 7 · 10−2 annimmt.
In der Abbildung 3.4 ist erkennbar, dass der Verlauf des Fertilitätsindex ft
beinahe den Verlauf der TFR (Abb. 3.1) kopiert, was auch eine große Varianz
des Index ft verursacht (σ2f = 2 · 105).
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Abbildung 3.4: Geschätzter Fertilitätsindex ft.
Trotz der großen Schwankungen liegt die aufgeklärte Varianz des geschätzten
Modells (3.1) für Mütter zwischen 20 und 29 und zwischen 40 und 44 Jah-
ren über 80%. Alle anderen Altersgruppen weisen eine kleinere aufgeklärte
Varianz auf, wobei bei den jüngsten Müttern zwischen 15 und 19 Jahren die
kleinsten Werte zwischen 10 und 54% erreicht werden. Berechnet man die
aufgeklärte Varianz über alle Altersgruppen, erklärt somit das Modell 80.5%
der Gesamtvarianz.
3.3 Prognose der Fertilität mit dem trans-
formierten Fertilitätsindex
Nach der Modellschätzung im Abschnitt 3.2 folgt nun die Prognose der Fer-
tilität mit dem Modell für den angepassten Wert der TFR Ft:
Ft = ft + A , (3.5)
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ft beschreibt die Abweichungen von dem langzeitigen Durchschnittswert A.
Aufgrund der hohen Varianz von ft, die mit dem Prognosejahr noch steigt,
kann eine direkte Prognose für Ft nicht demographisch plausible Ergebnisse
liefern, siehe Lee (1993).
Um negative oder zu hohe Fertilitätsraten in der Prognose zu verhindern
ist es hilfreich, vorherdefinierte obere und untere Grenzen in das Modell zu
integrieren. Beide Grenzen, bezeichnet als L (untere) und U (obere), können
großzügig wie z.B. 0 und 10 Geburten pro Frau oder auch mehr realistisch
mit z.B. 1 und 3 Kindern pro Frau gewählt werden.







sodass für Ft gilt:
Ft =
U · exp (gt) + L
1 + exp (gt)
. (3.7)
Für die Konvergenzen ergibt sich damit:
gt →∞ =⇒ Ft −→ U
gt → −∞ =⇒ Ft −→ L .
Hieraus folgt, dass die Prognose der TFR und auch der Konfidenzintervall
zwischen den beiden Werten L und U liegen.
Selbst in dem oben beschriebenen Modell mit einer unteren und oberen Gren-
ze liefert die Prognose keine demographisch konsistenten und stabilen Werte.
Nach dem klassischen Box-Jenkins-Verfahren, siehe Hamilton (1994), wurde
als adäquat ein ARMA(1,1)3 Modell geschätzt, welches als Punktschätzung
für das Jahr 2050 1.3 Geburten pro Frau generiert. Ein beinah identisches
Modell liefert jedoch eine Schätzung für dasselbe Jahr von 1.7 Geburten pro
Frau. Solche Unterschiede in der Punktschätzung der Fertilität haben einen
starken Einfluss auf die Prognose der Altersverteilung und die Gesamtgröße
3„Autoregressive Moving Average Process“ mit einem autoregressiven Parameter und
einem Parameter der gleitenden Mittelwerte.
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der Bevölkerung und könnten damit erhebliche Schwankungen in den Simu-
lationen verursachen.
Deshalb wird ein Modell konstruiert, in dem die Fertilität auf einem prä-
definierten Niveau (auch „ultimativer“ oder „endgültiger Level“) balanciert,
siehe Lee (1993). Gegen dieses Niveau konvergiert die Prognose langfristig.
Folgenderweise wird der Level in das Zeitreihenmodell eingebaut: Man be-
trachte einen allgemeinen ARMA (p, q) Prozess für den Fertilitätsprozess Ft:
Ft = c + φ1Ft−1 + φ2Ft−2 + . . . + φpFt−p + ut + θ1ut−1 + θ2ut−2 + . . . + θqut−q ,
wobei φ1, φ2, . . . , φp die Konstanten des autoregressiven Teils und θ1, θ2, . . . , θp
die Konstanten des Teils der gleitenden Mittelwerte darstellen. ut bezeich-
net ein weißes Rauschen mit einem Nullerwartungswert und der konstanten








unter der Voraussetzung, dass
p∑
i=1
φi 6= 1. Danach kann man den Konstant-




man den Prozess yt = Ft−F ∗ definieren, der sich mit einem ARMA Prozess
mit einer Nullkonstante beschreiben lässt. Es werden die Parameter und die
Prognose für den Prozess yt geschätzt, die Prognosewerte für Ft bekommt
man als die Addition des Levels F ∗ zu den Prognosewerten für yt. Kombi-
niert man diesen Ansatz mit der logarithmischen Transformation (3.7), ist
der Prozess [gt −G∗] mit G∗ = log
(
F ∗ − L
U − F ∗
)
abzuschätzen.
An dieser Stelle kann man die Frage stellen, warum überhaupt ein stochas-
tischer Ansatz verwendet wird, wenn das Modell anschließend so viel einge-
schränkt wird. Das stochastische Modell liefert jedoch zwei wichtige Vorteile:
Erstens liefert es nicht nur eine Punktschätzung der prognostizierten Variable
sondern auch eine Risikoschätzung der Prognose. Und zweitens kann man mit
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dem stochastischen Ansatz die (Auto-)Korrelationen der Fertilitätsprognose
abschätzen, die eine wichtige Rolle bei der Bevölkerungsvorausberechnung
spielen, siehe Lee (1993); Babel (2007).
Die standardmäßigen Modellidentifikationsprozeduren (siehe Hamilton (1994))
angewandt an den Prozess [gt − G∗] führen zu dem ARMA Prozess erster
Ordnung in beiden Teilen, bezeichnet auch als ARMA(1,1):
gt −G∗ = φ1 · (gt−1 −G∗) + ut + θ1 · ut−1 , (3.8)
mit den Konstanten φ1 und θ1 und dem weißen Rauschen ut mit Varianz σ2u.
Anhand der Entwicklung der TFR in der 2. Hälfte des 20. Jahrhunderts wur-
den die Grenzen an das Modell 0 und 4 Geburten pro Frau gewählt, als das
endgültige Niveau wurde der Durchschnittswert der TFR der letzten 20 Jah-






−0.63. Die Parameter des Modells (3.8) mit den erwähnten Beschränkungen
wurden mit Hilfe des statistischen Programm XploRe geschätzt. Das ange-
passte Modell lautet:
gt + 0.63 = 0.98 · (gt−1 + 0.63) + ut + 0.25 · ut−1 , (3.9)
mit σ̂u = 0.09. Das geschätzte ARMA(1,1) Modell ist damit stationär (|φ1| =
0.98 < 1) und invertierbar (|θ| = 0.25 < 1), es kann daher eine direkte
Vorhersage für den Prozess gt hergeleitet werden, siehe Moral und González
(2003). Für den Vorhersagewert gT (l) mit Ausgangspunkt T im Zeitpunkt
T + l gilt dann:
gT (l) = G
∗ + cT · θl l = 1, 2, . . . , (3.10)
wobei cT eine vom Ausgangspunkt T abhängige Konstante darstellt. Mit l = 0
gilt dann cT = gT − G∗. Unter Anwendung der Gleichung (3.7) berechnet
man die Prognosewerte für Ft und anschließend ft = Ft − A. Die Werte der
altersspezifischen Geburtenziffern bekommt man aus der Gleichung (3.1).
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Die Abbildung (3.5) zeigt die Vorhersagefunktion für Ft bis zum Jahr 2070
zusammen mit dem 95%-Konfidenzintervall, der nach 5000 Simulationen des
Prozesses mit einem normalverteilten weißen Rauschen geschätzt wurde. Die
rote gestrichelte Linie zeigt den Median der Prognose, der schnell auf das
vordefinierte Niveau steigt. Die Verteilung der totalen Fertilitätsrate in den
Jahren 2030 und 2070 zeigt die Abbildung 3.6. Im Jahr 2030 liegen die Werte
der TFR mit 95%er Wahrscheinlichkeit zwischen 1.24 und 1.49 Geburten
pro Frau, im Jahr 2070 zwischen 1.22 und 1.54 Geburten pro Frau, was aus
heutiger Sicht realistisch erscheint.
Abbildung 3.5: Total Fertility Rate (schwarz) mit der Prognose und ausge-
wählten Simulationen von 2006 bis 2074. Die rote gestrichelte Linien bezeich-
nen den Median und den 95%-Konfidenzintervall.
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Die Zu- und Auswanderung in Deutschland unterlag in den letzten Deka-
den großen Schwankungen. Im Unterschied zur Mortalität beziehungsweise
zur Fertilität lässt sich in der Entwicklung der Wanderung kein Trend erken-
nen. Für die zukünftige Bevölkerungszahl und die Altersstruktur ist dabei
die Differenz zwischen Zu- und Fortzügen, das heißt der „Wanderungssaldo“,
ausschlaggebend. Die Migration hängt von zahlreichen Faktoren ab. Auf der
einen Seite wird die Zuwanderung von politischer, ökonomischer und de-
mographischer Entwicklung der Herkunftsländer (z.B. Polen und Russland)
beeinflusst, auf der anderen Seite kann die Migrationspolitik und die Anzie-
hungskraft Deutschlands als Zielland die Wanderung steuern.
Die Abbildung 4.1 zeigt den Verlauf des Wanderungssaldos in den Jahren
1990 bis 2004. Sein Maximum mit über 1 Million Personen erreichte er im
Jahr 1990, was Folge der Zuzügen der deutschstämmigen Bevölkerung (so ge-
nannte Spätaussiedler) aus Ost- und Südosteuropa war. Im Jahr 1997 sank
der Saldo auf seinen Tiefpunkt mit einem Überschuss von 22 Tausend Fort-
zügen. Hierin spiegelten sich die Auswirkungen gesetzlicher Zuzugsbeschrän-




Abbildung 4.1: Verlauf des Wanderungssaldo vom Jahr 1990 bis 2004.
Betrachtet man sich die Entwicklung des Wanderungssaldos zusammen mit
der Altersverteilung in Abbildung 4.2, zeigt sich ein deutlicher Überschuss
der zugezogenen Personen im Alter zwischen 18 und 28 Jahren. Dies führt zu
einem „Verjüngungseffekt“ der Deutschen Bevölkerung, da die zuziehenden
Personen im Durchschnitt jünger sind als die fortziehende, siehe Stat.Bundes-
amt (2006b).
Wegen der großen Anzahl der Einflussfaktoren ist eine adäquate stochasti-
sche Modellierung der Migration problematisch. Für die Bevölkerungsvoraus-
berechnung wird ein konstanter jährlicher Wanderungssaldo von 155 000 Per-
sonen angenommen, was dem Durchschnittswert der letzten 8 Jahren ent-
spricht. Die Altersverteilung der zu- und fortgezogenen Personen wird dement-
sprechend als Durchschnitt der jeweiligen Altersgruppen gewählt. Diese An-
nahme weicht nicht von den Annahmen des Statistischen Bundesamtes ab,
welches mit zwei Szenarien mit jeweils 100 000 bzw. 200 000 zugezogenen
Personen rechnet, siehe Stat.Bundesamt (2006b).
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Abbildung 4.2: Altersstruktur der weiblichen (rot) und männlichen (blau)
Zu- und Fortzüge, Mittelwerte aus dem Zeitraum 1990 bis 2004.
Kapitel 5
Bevölkerungsvorausberechnung
Nachdem in den vorherigen Kapiteln die Modellrechnung der Vitalprozes-
se beschrieben wurde, kann die Bevölkerungsprognose hergestellt werden.
Die Prognose wird mit Hilfe der Kohorten-Komponenten-Methode berech-
net, die im folgenden Abschnitt vorgestellt wird. Im dann nachfolgenden
Abschnitt werden die Ergebnisse der Modellrechnung präsentiert und zuletzt
wird die stochastische Bevölkerungsvorausberechnung mit den Ergebnissen
der 11. koordinierten Bevölkerungsvorausberechnung des Statistischen Bun-
desamtes verglichen.
5.1 Kohorten-Komponenten-Methode
Die Kohorten-Komponenten-Methode verbindet die vorgestellten Ansätze
zur Modellierung von Mortalität, Fertilität und Migration und ermöglicht
Modellrechnungen vom Umfang und der Altersstruktur der Bevölkerung durch-
zuführen.
In der mathematischen Notation der Kohorten-Komponenten-Methode wer-
den folgende demographische Variablen verwendet:
• NMx,t bzw. NFx,t als die männliche bzw. weibliche Bevölkerung der x-
jährigen Altersgruppe am Ende des Jahres t;
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• Fx,t als die altersspezifische Geburtenrate der x-jährigen Mutter im
Jahr t, was der altersspezifischen Geburtenziffer bezogen auf eine Frau
entspricht,
• pMx,t bzw. pFx,t als die Wahrscheinlichkeit eines x-jährigen Mannes bzw.
Frau das nächste Lebensjahr zu erreichen;
• MMx,t bzw. MFx,t als die Summe der männlichen bzw. weiblichen Migran-
ten der Altersgruppe x im Jahr t;
• s als Geschlechtsverhälnis von weiblichen zu männlichen Neugeborenen
(In der Modellrechnung wird ein Verhältnis 100:106 angenommen.);
• x = 0, 1, 2, . . . , k − 1, k, wobei k die älteste Altersgruppe der 110-
jährigen und älteren bezeichnet.
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Das bedeutet, dass man die Bevölkerung in dem folgenden Jahr t + 1 als die
jeweilige Bevölkerung des Vorjahres t multipliziert mit der zutreffenden Über-
lebenswahrscheinlichkeit und erhöht bzw. reduziert um den Wanderungssaldo
im Jahr t erhält. Einfachheitshalber wird angenommen, dass alle Geburten
in der Mitte eines Jahres stattfinden. Damit wird auch in der Jahresmitte
ein neues Lebensalter erreicht. Dies ist auch der Ausgangspunkt für die Be-
rechnung der Überlebenswahrscheinlichkeit einer x-jährigen Person am Ende
des Jahres t, die sich als eine bedingte Wahrscheinlichkeit aus der einjährigen
Sterbewahrscheinlichkeiten1 ergibt, siehe Diekmann et al. (2000):
px,t =




Die Formel enthält im Nenner die Wahrscheinlichkeiten einer x-jährigen Per-
son das nächste Lebensjahr zu erleben und einer x + 1-jährigen Person die
Hälfte des nächsten Jahres zu erleben, dividiert durch die Wahrscheinlichkeit,
dass eine x-jährige Person die Hälfte des Jahres t erreicht, da die x-jährige
Person bis zum Jahresende des Jahres t bereits die Hälfte ihres x-ten Le-
bensjahres überlebt hat2. Diese Berechnung erfolgt für alle Altersgruppen
vom 1. bis zum 109. Lebensjahr, die Überlebenswahrscheinlichkeit für die
110-jährige ist damit im Modell gleich Null.
Die Lebendgeborenen werden als die Summe der weiblichen Bevölkerung im
gebärfähigen Alter multipliziert mit der altersspezifischen Geburtenziffern
berechnet und anschließend nach dem Geschlechtsverhältnis in männliche
bzw. weibliche Neugeborene aufgeteilt. Außerdem werden die Anzahl der
Neugeborenen multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit, die erste Hälfte des
ersten Lebensjahres zu überleben (bezeichnet als p−1,t), die sich aus der Hälfte





1Für eine einfache Notation wird hier auf eine Geschlechtsunterscheidung verzichtet.
2Unter der Annahme, dass die unterjährigen Sterbewahrscheinlichkeiten gleichverteilt
sind.
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Für die Migration wird vereinfacht angenommen, dass die Fort- und Zuzüge
am Ende des Jahres stattfinden und dass sich die zugezogenen Personen an
die Mortalitäts- und Fertilitätsverhältnisse in Deutschland umgehend anpas-
sen.
5.2 Ergebnisse der Modellrechnung
Für die Erstellung der stochastischen Bevölkerungsprognose werden nach den
bereits beschriebenen Modellen die Zufallsvariablen Mortalitäts- und Fertili-
tätsindex in jedem Prognosejahr generiert, daraus die altersspezifischen Mor-
talität und Fertilität bestimmt und zuletzt nach der Kohorten-Komponenten-
Methode die Bevölkerungszahl in jeder Altersgruppe berechnet. Dieser Pro-
zess wird vielfach wiederholt, um eine große Zahl der Stichprobenpfade für
Bevölkerungs- und Vitalratenprozesse zu bilden und hierraus werden wieder-
um die Mittelwerte und die Wahrscheinlichkeitsverteilungen kalkuliert.
Als Ausgangsbevölkerung wird die Bevölkerungsstruktur vom 31.12.2004 nach
Angaben des Statistischen Bundesamtes verwendet, wobei zur Bevölkerung
alle Personen, die ihr Wohnsitz in Deutschland haben und auch gemeldete
Ausländer und Ausländerinnen (einschließlich der Staatenlosen) zählen, siehe
Stat.Bundesamt (2006b).
Alle Modellrechnungen und Grafiken wurden mit Hilfe der statistischen Soft-
ware XploRe erzeugt. Bei der Bevölkerungsprognose wurden 5000 Simulatio-
nen generiert.
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Die Tabelle 5.1 gibt die Mittelwerte und ausgewählten Quantile für die Pro-
gnose des Bevölkerungsumfangs in 5-Jahren-Intervallen an. Die Entwicklung
der Bevölkerungszahl zwischen den Jahren 2004 und 2074 zeigt die Abbil-
dung 5.1. Die durchgezogene Linie stellt den Mittelwert, die gestrichelte Li-
nie den 95%-Konfidenzintervall dar und die roten Dreiecke bezeichnen die
Prognosewerte der 11. koordinierten Bevölkerungsvorausberechnung des Sta-
tistischen Bundesamtes (Ober- und Untergrenze der mittleren Bevölkerung),
siehe Stat.Bundesamt (2006a).
Die Bevölkerungszahl sinkt im Mittelwert von 82.4 Millionen im Jahr 2004
bis 2030 um 2.4 Millionen, bis 2050 um 10.5 Millionen und bis 2070 um fast 19
Millionen Menschen. Der Rückgang ist ab den 40er Jahren intensiver, da die
starke Generation der „Babyboom“-Kinder (siehe Abbildung 3.1) ausstirbt.
Der 95%-Intervall hat im Jahr 2050 eine Spannweite von 4.4 Millionen, im
Jahr 2070 von 6.1 Millionen, was auch die Abbildung 5.2 mit Histogrammen
der Bevölkerungsgröße in Jahren 2010, 2030, 2050 und 2070 zeigt.
Jahr 2.5%-Quantil Mittelwert 97.5%-Quantil
2005 82.24 82.43 82.61
2010 82.01 82.53 83.04
2015 81.47 82.20 82.91
2020 80.71 81.63 82.56
2025 79.94 81.05 82.17
2030 78.71 80.00 81.26
2035 76.91 78.40 79.87
2040 74.81 76.55 78.26
2045 72.34 74.33 76.30
2050 69.71 71.92 74.15
2055 67.10 69.51 71.95
2060 64.78 67.39 70.02
2065 62.75 65.58 68.39
2070 60.81 63.83 66.90
Tabelle 5.1: Mittelwerte, 2.5%- und 97.5%-Quantile der Bevölkerungs-
prognose in Mio.
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Abbildung 5.1: Mittelwert (durchgezogene Linie) und 95%-Intervall (gestri-
chelte Linie) für den Bevölkerungsumfang bis zum Jahr 2074 mit Schätzungen
des Statistischen Bundesamtes (rote Dreiecke).
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Abbildung 5.2: Verteilung der Bevölkerungszahl in den Jahren 2010, 2030,
2050 und 2070 in Mio.
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Abbildung 5.3: Bevölkerungspyramiden in den Jahren 2010, 2030, 2050 und
2070 zusammen mit der Bevölkerungspyramide des Jahres 2007 (schwarz).
Das rote Feld stellt die weibliche, das blaue Feld die männliche Bevölkerung
in 1000 dar.
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Die Abbildung 5.3 zeigt die sogenannten Bevölkerungspyramiden in den Jah-
ren 2010, 2025, 2050 und 2070. An der x-Achse ist die Bevölkerungsgröße in
1000, an der y-Achse die einzelnen Altersgruppen abgebildet. Das rote Feld
stellt die weibliche, das blaue Feld die männliche Bevölkerung dar. Zum Ver-
gleich ist mit der schwarzen Linie die Bevölkerungspyramide des Jahres 2007
abgebildet. Es ist deutlich zu erkennen, dass in Deutschland immer weniger
Kinder geboren werden. Das liegt nicht nur an der niedrigen Geburtenraten,
sondern auch an der immer sinkenden Zahl der Frauen, die Kinder gebären
können. Bereits im Jahr 2030 ist die Anzahl der jungen Menschen unter 20
Jahren mit 13.2 Mio. um 3.7 Mio. gegenüber dem Jahr 2007 rückläufig. Bis
zum Jahr 2050 sinkt die Zahl um weitere 2 Mio. bis auf 9.9 Mio. im Jahr
2070, was ein Unterschied zum Jahr 2007 von 7 Mio. Menschen darstellt.
Ein gegenläufiger Trend ist bei der älteren Bevölkerung zu beobachten, was
die Folge der steigenden Lebenserwartung und der alternden starken Jahr-
gängen ist. Während die Anzahl der über 65-jährigen im Jahr 2007 bei 16.3
Mio. liegt, steigt diese bis zum Jahr 2030 um mehr als 6 Mio. auf 22.6 Mio.
Diese Zahl bleibt bis zum Vorhersagehorizont relativ stabil, sie liegt im Jahr
2050 bei 22.7 Mio. und sinkt auf 21.1 Mio im Jahr 2070.
Die Zahl der Personen im Erwerbsalter sinkt von 50 Mio. im Jahr 2007 um
5.7 Mio. im Jahr 2030, und um weitere 6.3 Mio. bis zum Jahr 2050. Bis zum
Jahr 2070 sinkt die Zahl der Personen im Erwerbsalter um weitere 5.2 Mio.
auf 32.2 Mio., was einen Unterschied gegenüber 2007 über 17 Mio. darstellt.
Die Veränderung in der Bevölkerungsstruktur zeigen auch der Jugend- und
Altenquotient in den Abbildungen 5.4 bzw. 5.5. Der Jugendquotient zeigt das
prozentuale Verhältnis der unter 20-jährigen zu den Personen im Erwerbsalter
zwischen 20 bis unter 65 Jahren. Er sinkt von heutigen 33% auf sein Minimum
im Jahr 2023 auf 28.4%, ab dem Jahr 2028 schwankt er zwischen 29 und 30%.
Die Abbildung 5.5 zeigt den Altenquotient mit der Altersgrenze 65 Jahre
(schwarz) und den Altenquotient mit der Altersgrenze 67 Jahre (rot), d.h. das
Verhältnis der Rentnergeneration ab 65 bzw. 67 Jahren zu der Bevölkerung
im Erwerbsalter zwischen 20 bis unter 65 bzw. 67 Jahre. In beiden Fällen
erfolgt ab Mitte der 20er Jahren ein starker Anstieg des Altenquotientens,
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Abbildung 5.4: Jugendquotient (durchgezogene Linie) mit dem 95%-Kon-
fidenzintervall (gestrichelte Linie).
da in diesen Jahren die starke „Babyboom“-Generation in das Rentenalter
kommt. Der Altenquotient mit Altersgrenze 65 verdoppelt sich von heutigen
30% auf 60% im Jahr 2040 und steigt dann langsamer bis zum Jahr 2074 auf
64%. Der Altenquotient mit Altersgrenze 67 erweist einen analogen Verlauf –
er verdoppelt sich ebenso von heutigen 26% auf 53% im Jahr 2040 und steigt
allmählich bis auf 57% im Jahr 2074.
5.3 Vergleich mit der Prognose des Statis-
tischen Bundesamtes
Die hier präsentierte Ergebnisse werden mit den Ergebnissen der 11. koordi-
nierten Bevölkerungsvorausberechnung des Statistischen Bundesamtes vergli-
chen, für Details siehe Stat.Bundesamt (2006a). Das Statistische Bundesamt
verwendet eine deterministische Methode der Vorausberechnung mit unter-
schiedlichen Annahmen an Lebenserwartung, Fertilität und Migration.
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Abbildung 5.5: Altenquotient mit Altersgrenze 65 (schwarze Linie) und
mit Altersgrenze 67 (rote Linie) zusammen mit dazugehörigen 95%-
Konfidenzintervallen.
Die Basisannahme an die Lebenserwartung der Männer bei Geburt im Jahr
2050 ist 83.5 Jahre, was ein Jahr über dem geschätzten Median aus dem
Kapitel 2 liegt. Die Basiasannahme und auch die Annahme mit hohem An-
stieg (85.4 Jahre) fallen in das 90%-Konfidenzintervall (siehe Tabelle 2.2).
Die Basisannahme an die Lebenserwartung der Frauen bei Geburt ist 88
Jahre, was nur 0.3 Jahre unter dem geschätzten Median aus dem Kapitel
2 liegt. Ebenfalls beide Annahmen (Annahme mit hohem Anstieg mit 89.8
Jahren bei Geburt) fallen unter die 5%- und 95% Quantile der geschätzten
Lebenserwartung.
Das Statistische Bundesamt setzt 3 Varianten für die Entwicklung der Ge-
burtenhäufigkeit voraus: eine leicht fallende TFR auf 1.2 Kinder pro Frau im
Jahr 2050, eine annähernd konstante TFR bei 1.4 Kinder pro Frau und eine
leicht steigende ab 2025 auf 1.6 Kinder pro Frau. Die beiden äußeren Werte
liegen damit leicht außerhalb des 95%-Intervalls, der im Jahr 2030 Grenzwer-
te 1.24 und 1.49 hat. Die konstante Annahme ist beinah identisch mit dem
vordefinierten „endgültigen Niveau“, was 1.395 Kinder pro Frau beträgt.
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Für die Wanderungen setzt das Statistische Bundesamt 2 Varianten voraus-
ein Wanderungssaldo von 100 000 bzw. von 200 000 Personen jährlich. Damit
liegt die im Kapitel 4 beschrieben Annahme von 150 000 Migranten jährlich
zwischen den beiden Varianten des statistischen Bundesamtes.
Die 11. koordinierte Bevölkerungsvorausberechnung liefert Ergebnisse für ins-
gesamt 12 Kombinationen allen Varianten bis zum Jahr 2050. Die Abbil-
dung 5.1 zeigt die Werte der „mittleren Bevölkerung“(Varianten 1-W1 und
1-W2), die nach der Basisannahme an die Lebenserwartung und mit der
konstant bleibenden Geburtenhäufigkeit berechnet wurden. Die Untergrenze
wird durch das niedrige Wanderungssaldo, die Obergrenze durch das höhere
Wanderungssaldo bestimmt. Die Werte der oberen Schätzung liegen bis zum
Jahr 2030 knapp unter dem Mittelwert der stochastischen Schätzung, ab dem
Jahr 2040 sind sie oberhalb des Mittelwertes im Bereich des Konfidenzinter-
valls. Die unteren Werte liegen alle außerhalb des 95%-Konfidenzintervalls.
Einen Vergleich der Ergebnisse bietet auch die Abbildung 5.6, die die ge-
schätzte Bevölkerungszahlen im Jahr 2030 (abgebildet an der x-Achse) und
im Jahr 2050 (abgebildet an der y-Achse) zeigt. Die schwarzen Kreuze stel-
len die simulierten Werte der stochastischen Modellrechnung mit ihrem Mit-
telwert (grüner Punkt) und dem 95%-Konfidenzintervall (gestrichelte Lini-
en) dar. Die Varianten „mittlere“ Bevölkerung (1-W1 und 1-W2) sind mit
den roten Dreiecken gekennzeichnet, die blauen Vierecke demonstrieren die
Variante der „relativ jungen“ Bevölkerung und der „relativ alten“ Bevölke-
rung (Basisannahme der Lebenserwartung, leicht steigende TFR und höherer
Wanderungssaldo bzw. Annahme des hohen Anstiegs der Lebenserwartung,
leicht fallende Geburtenhäufigkeit und niedrigerer Wanderungssaldo). Nur
die Werte der Obergrenze der Variante der „mittleren“ Bevölkerung (1-W2)
fallen in die beiden Konfidenzintervalle der Jahre 2030 und 2050. Die Werte
der Untergrenze der „mittleren“ Bevölkerung (1-W1) und auch die Werte
der Variante der „relativ alten“ Bevölkerung liegen sowie im Jahr 2030 als
auch im Jahr 2050 unter dem 2.5%-Quantil der stochastischen Prognose. Die
Variante der „relativ jungen“ Bevölkerung liegt im Jahr 2030 noch im 95%-
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Abbildung 5.6: Geschätzte Bevölkerungszahlen in den Jahren 2030 und
2050 (schwarze Kreuze) mit dem Mittelwert (grüner Punkt) und 95%-
Konfidenzintervalle (gestrichelte Linien). Als rotes Dreieck bzw. blaues Vier-
eck sind die Varianten des Statistischen Bundesamtes dargestellt („mittlere“,
„relativ junge“ und „relativ alte“ Bevölkerung).
Konfidenzintervall, im Jahr 2050 ist der Wert höher als der 97.5%-Quantil.
Kapitel 6
Auswirkung auf ein neues
Rentensystem
Die Bevölkerungszahl in Deutschland nimmt ab und die Lebenserwartung
steigt, dieser Trend wird sich auch in der nächsten Jahrzehnten fortsetzten,
wie bereits die Ergebnisse der stochastischen Modellrechnung im Abschnitt
5.2 gezeigt haben. Diese Veränderung hat große Auswirkungen auf die Ver-
sorgung der Menschen im Rentenalter – denn es gibt immer weniger Personen
im Erwerbsalter, die die Rentner versorgen können. Das heutige gesetzliche
Rentensystem wird im Wege des Umlageverfahrens finanziert, d.h. dass die
laufende Rentenzahlungen aus den aktuellen Beiträgen der Rentenversiche-
rungsträger finanziert werden. Die Versicherten erhalten als Gegenleistung
für ihre Beitragszahlung einen Anspruch auf Bezug einer Altersrente, die
dann von der nächsten Beitragszahler-Generation finanziert wird1.
Wird die Anzahl der Beitragszahler kleiner und wächst damit sogar die An-
zahl der Rentner, müssen entweder die Beiträge erhöht werden um das gleiche
Rentenniveau zu halten oder bei gleich bleibendem Beitragssatz die Renten-
leistungen gesenkt werden. Im Jahr 2006 lag die Höhe der durchschnittlichen
gesetzlichen Rente bei 720 EUR im Monat, der Beitragssatz betrug dabei




Zusätzlich können die Defizite zwischen der Beitragseinnahmen und der Leis-
tungen aus dem Bundessteueraufkommen finanziert werden. In Deutschland
machten die staatlichen Zuschüsse im Jahr 2006 mit 55 Mrd. EUR etwa 24%
der Einnahmen der gesetzlichen Rentenversicherung, siehe Deutsche Renten-
versicherung Bund (2006a).
Wie bereits die Abbildung 5.5 zeigte, wird sich das Verhältnis der Rentner
zu den Menschen im erwerbsfähigen Alter noch drastisch erhöhen. Um den
zukünftigen Rentnern ein würdiges Alter zu gewähren und gleichzeitig die
jüngeren Generationen nicht allzu belasten, muss ein neues Alterssicherungs-
system konzipiert werden, welches eine Grundsicherung für alle Menschen im
Ruhestand gewährleistet.
Ein Konzept eines neuen Rentensystems, das in dem Forschungsinstitut für
Neue Alterssicherungssysteme und Rechtsbiometrik der Humboldt Univer-
sität in Berlin entwickelt wurde, wird in dem folgenden Abschnitt 6.1 vor-
gestellt. Der darauf folgende Abschnitt zeigt die geschätzte Belastung der
einzelnen Personengruppen sowie der Staatskasse und vergleicht das neue
System mit dem heutigen Umlagesystem der gesetzlichen Rentenversiche-
rung.
6.1 Konzept des Rentenmodells mit einer Ba-
sisrente
Nach dem hier vorgeschlagenen Konzept eines neuen Alterssicherungssys-
tems soll allen Rentnern ab dem 67. Lebensjahr eine Grundsicherung in Höhe
von 1000 EUR gewährleistet werden. Diese Alterssicherung wird zur Hälfte
weiterhin aus der Umlage finanziert, die zweite Hälfte wird im Wege der
Kapitaldeckung angespart. Jedoch werden alle Erwerbstätigen in beiden Tei-
len zwangsversichert: Auf der einen Seite werden sie zur Beitragszahlungen
2Ab dem Jahr 2007 erfolgt eine Beitragssatzerhöhung auf 19.9%.
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im Umlagesystem gezwungen, auf der anderen Seite werden sie, vergleich-
bar der Kfz-Haftpflichtversicherung3, zu einer kapitalgedeckten Altervorsorge
verpflichtet. In das Pflichtsystem werden alle erwerbstätigen Personen (inklu-
sive z.B. Beamte und Selbstständige) einbezogen.
Zum Zwecke der Kapitalersparnis wird für jede Person von Geburt an ein Al-
tersvorsorgekonto eingerichtet, auf welches nicht nur der Vorsorgende selbst,
sondern auch seine Familienmitglieder für ihn, z.B. solange er noch ein Kind
ist und über kein eigenes Einkommen verfügt, Geld einzahlen können. Durch
die längere Ansparphase kann dank des Zinseszinseffekts mehr Kapital erzielt
werden. Das Altersvorsorgekonto soll sowohl zum Aufbau als auch zur Ent-
nahme von Kapital dienen (z.B. für Ausbildungs- oder Studienzwecke). Es
sollte sich um ein einfaches, transparentes Produkt handeln, dass sich durch
niedrige Abschluss- und Verwaltungskosten auszeichnet. Denkbar sind grund-
sätzlich Lebensversicherungsverträge (ohne Risikoabsicherung) und Bank-
sparpläne.
Zur Einführung des neuen Rentensystems ist es erforderlich, eine Übergangs-
lösung zu konzipieren, um den Vorsorgenden zu ermöglichen, ausreichend
Kapital anzusparen und zugleich die Versorgung derjenigen zu gewährleisten,
die noch aus dem alten System Leistungen erhalten. Der Umstieg auf das neue
Alterssicherungssystem sollte möglichst zeitnah geschehen - um die heutige,
noch relativ ausgeglichene demographische Situation zwischen arbeitender
und Rentnergeneration zu nutzen. Die Übergangsphase wirkt sich jedoch auf
mehrere Generationen aus.
Bei einer Umstellung werden die Beiträge in das Umlagesystem sofort ab-
gesenkt, auf den Betrag, der erforderlich ist, das notwendige Niveau, einer
Basisrente für alle Rentner von 500 EUR, zu gewährleisten. Die ersparten
Beiträge kommen den Rentenversicherten zu Gute.
Da die heutige Rentnergeneration oder Menschen kurz vor dem Rentenein-
tritt nicht mehr in der Lage sind den zweiten Teil der Rente als Kapital
anzusparen, behalten sie den Anspruch auf ihre Altersrente in gleicher Höhe
wie im derzeitigen System. Die Differenz zwischen den niedrigeren Beitrag-
3Siehe §1 PflVG.
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seinnahmen und den Rentenausgaben muss durch das Bundessteueraufkom-
men ausgeglichen werden. Dies wird zwar zunächst zu einer Steuererhöhung
führen, es wird dadurch aber eine sozial gerechtere Ausfinanzierung der Rent-
nergeneration erzielt. Denn es werden alle Bürger über die Steuern und nicht
nur die Beitragszahler an der Finanzierung der derzeitigen Rentnergeneration
beteiligt.
Um die Staatskasse zu entlasten, werden die Versicherten verpflichtet, einen
Teil ihrer zukünftigen Rente selber zu sparen. Mit späterem Geburtsjahr (d.h.
für die jüngeren Menschen) wird sich der angesparte Anteil folgendermaßen
stufenweise erhöhen: Menschen, die heute zwischen 50 und 55 Jahren alt sind,
bekommen aus dem Umlagesystem eine um 8% gekürzte Rente - dieser Be-
trag wird durch das angesparte Kapital ersetzt. Menschen zwischen 45 und
50 Jahren werden in Zukunft eine um 16% gekürzte Rente aus dem „Umla-
getopf“ erhalten, dieser Teil ihrer Altersrente wird durch eigene Ersparnisse
ersetzt. Menschen zwischen 40 und 45 Jahren können noch einen höheren
Prozentsatz ihrer zukünftigen Rente durch Kapitalersparnisse ersetzen, etwa
24%. 40-jährige und spätere Geburtsjahrgänge können dank längerer An-
spardauer bereits den ganzen zweiten Teil ihrer Rente aus dem eingesparten
Kapital finanzieren4.
Zusammengefasst, werden nach der Umstellung auf das neue Rentensystem
ab dem 1.1.2008 folgende Schritte erfolgen:
• Einbeziehung aller Erwerbspersonen in das Rentensystem.
• Beitragssenkung auf ein Niveau, das zur Finanzierung der 500 EUR
Rente aus dem Umlagesystem ausreicht.
• Pflicht zur kapitalgedeckten Vorsorge.
• Steuererhöhung zur Defizitfinanzierung (in der Übergangszeit)
4Unter der Voraussetzung eines Zinssatzes von 2% und der Abschlusskosten von 3%
kann jeder Versicherte mit einem maximalen Betrag von 95 EUR monatlich das benötigte
Kapital für den restlichen Teil seiner Rente auf dem heutigen Niveau ansparen.
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• Stufenweise Entlastung des Haushalts durch die Teilfinanzierung aus
der Kapitaldeckung
Folgender Abschnitt präsentiert die Modellrechnung für die Finanzierung des
neuen Rentenmodells und stellt die Belastung der einzelnen Altersgruppen
in dem heutigen und in dem neuen System gegenüber.
6.2 Modellrechnung zur Finanzierung des Ren-
tensystems
Für die Modellrechnung wird zur Vereinfachung angenommen, dass alle Bei-
tragszahler und alle Leistungsempfänger identisch sind. D.h. dass alle Bei-
tragszahler dasselbe Einkommen haben und alle Rentner dieselbe Rente be-





wobei B die Rentenhöhe, Rt die Zahl der Rentenempfänger, Lt den Arbeits-
lohn und Vt die Zahl der Beitragszahler in Periode t darstellt. Somit kann
man den benötigten Beitragssatz für jedes Prognosejahr abschätzen.
Der Berechnung wird ein durchschnittliches Bruttojahresentgelt5 von 30 000
EUR unterstellt, wobei für das Jahr das durchschnittliche Bruttojahresent-
gelt der gesetzlich Versicherten für Jahr 2007 29 488 EUR beträgt, siehe
Deutsche Rentenversicherung Bund (2006a). Außerdem wird angenommen,
dass 70% aller Personen im Erwerbsalter erwerbstätig sind, was dem Durch-
schnittswert der letzten Jahre nach den Statistiken des Statistischen Bundes-
amtes und der Deutschen Rentenversicherung Bund entspricht, siehe Stat.-
Bundesamt (2006b); Deutsche Rentenversicherung Bund (2006b).
Da bereits in der gesetzlichen Rentenversicherung mit einer Erhöhung des
Renteneintrittsalter auf 67 Jahre gerechnet wird, ist diese auch in der Be-
5Alle Werte auch in der weiteren Berechnungen sind inflationsbereinigt.
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rechnung für das neue Rentensystem einbezogen – zur Vereinfachung wird
sie linear aufgehoben, sodass ab dem Jahr 2012 alle Menschen mit 67 in Ren-
te gehen. Außerdem wird eine Pauschale von 3% für die Verwaltungskosten
gerechnet, die Verwaltungskosten der gesetzlichen Rentenversicherung liegen
zwar bei 1.5%, allerdings soll sicherheitshalber mit einer Reserve für eventu-
elle sonstige Kosten gerechnet werden.
Die Abbildung 6.1 zeigt den geschätzten Mindestbeitragssatz mit dem 95%-
Konfidenzintervall, der für die Finanzierung der 500 EUR-Rente benötigt
wird. Der Beitragssatz steigt analog zu dem Altenquotient (Abb. 5.5) von
benötigten 8.5% im Jahr 2008 auf 14.5% im Jahr 2041. Er balanciert um den
Wert 14.5% bis zum Ende der 60er Jahre und nähert sich der 15%-Grenze am
Ende der 70er Jahre. Die blaue gestrichelte Linie zeigt die Höhe des Beitrags-
satzes in der gesetzlichen Rentenversicherung nach Rürup-Komission (2003),
der im Jahr 2007 bei 19.9% liegt. Er steigt auf 23.8% ab dem Jahr 2040. Der
Histogramm in der Abbildung 6.2 zeigt die Verteilung des Beitragssatzes im
Jahr 2070. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% liegt er zwischen 13.9 und
15.8%.
Die Entwicklung des Beitragssatzes und damit auch der Kosten in dem umla-
gefinanzierten Teil des Rentenmodells hängt von dem Verhältnis der Renten-
empfänger zu den Beitragszahlern ab. Die Höhe der Bundeszuschüsse lässt
sich von der Zahl der noch nach heutigem Niveau beziehenden Rentenemp-
fänger und der heutigen Rentenhöhe ableiten. Der durchschnittliche Renten-
zahlbetrag für Altersrenten lag zum 31.12.2005 nach Angaben der Deutsche
Rentenversicherung Bund (2006a) für Männer bei 991 EUR, für Frauen bei
509 EUR monatlich. Da zum 1.7.2007 eine Rentenerhöhung von 0.54% statt-
gefunden hat, ist auch mit einer Erhöhung des durchschnittlichen Renten-
zahlbetrags zu rechnen. Im folgender Berechnung wurde mit einem durch-
schnittlichen Rentenbetrag von 1000 EUR für Männer bzw. von 515 EUR
für Frauen kalkuliert.
Die Tabelle 6.1 gibt ein Überblick über die geschätzte Kosten für die umla-
gefinanzierten Renten (Spalte „Umlage“) und über die notwendigen Bundes-
zuschüssen (Spalte „Steuer“) an. Zum Vergleich werden auch die geschätzten
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Abbildung 6.1: Der Mindestbeitragssatz in dem neuen Rentenmodell (schwar-
ze durchgezogene Linie) mit dem 95%-Konfidenzintervall (schwarze gestri-
chelte Linien).
Abbildung 6.2: Der Histogramm für die variable Beitragssatz im Jahr 2070.
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Neues System Heutiges System
Jahr Umlage Steuer Gesamt Ausgaben
2008 100.51 48.33 148.84 148.84
2010 102.10 49.13 151.23 151.08
2015 95.55 45.75 141.30 140.28
2020 101.09 46.55 148.65 149.41
2025 109.23 46.86 156.09 162.13
2030 120.30 43.30 163.60 179.05
2035 132.57 33.64 166.22 196.00
2040 138.81 22.60 161.41 201.92
2045 134.36 13.55 147.92 194.01
2050 129.69 6.71 136.40 187.91
2055 125.80 2.65 128.45 182.75
2060 124.84 0.77 125.61 181.10
2065 122.47 0.15 122.62 178.37
2070 120.89 0.02 120.91 175.58
Tabelle 6.1: Geschätzte Kosten beiden Rentensystemen in Mrd. EUR.
Kosten für die Altersrenten nach dem heutigen Modell gezeigt, die aus der
Kosten für Altersrenten im Jahr 2006 in der Höhe von 151 Mrd. EUR herge-
leitet wurden6.
Eine grafische Darstellung der zukünftigen geschätzten Kosten bietet die Ab-
bildung 6.3. Die blaue Linie zeigt die geschätzten Kosten des derzeitigen
Modells, die schwarze Linie stellt die geschätzten Kosten des neuen Modells
dar, die sich aus dem umlagefinanzierten (gestrichelte Linie) und aus den
Bundeszuschüssen (rote Linie) zusammensetzten.
Aufgrund der Erhöhung des Renteneintrittsalters sinken bis zum Jahr 2015
kurzfristig die Rentenausgaben in beiden Modellen. Danach folgt ein rapider
Anstieg der Kosten, der sich aber in dem neuen Modell durch den Einsatz
der kapitalgedeckten Ersparnisse mildern lässt. Demgegenüber steigen die
geschätzten Kosten des heutigen Systems bis auf 200 Mrd. EUR im Jahr
2040. Die Belastung der Staatskasse in dem neuen System sinkt ab dem Jahr
6Quelle: Forschungsportal der Deutschen Rentenversicherung mit unterjährlich aktua-
lisierten Daten (forschung.deutsche-rentenversicherung.de)
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Abbildung 6.3: Die geschätzte Kostenentwicklung im derzeitigen (blaue Li-
nie) und im neuen Rentenmodell (schwarze Linie), die sich aus dem Bundes-
zuschuss (rote Linie) und den Beitragserträgen (schwarze gestrichelte Linie)
ergibt.
2020 und liegt ab 2060 unter 1 Mrd. EUR.
Rechnet man die geschätzten Kosten in beiden Systemen zusammen, be-
kommt man einen Vergleich des benötigten Gesamtkapitals, wie die Tabelle
6.2 zeigt. In dem neuen System wurden die Ausgaben aus dem „Umlage-
topf“, die Bundeszuschüsse und das angesparte Kapital, aus welchem sich
die kapitalgedeckte Rente von 500 EUR finanzieren lässt7, addiert. Für das
heutige System wurden die geschätzten zukünftigen Kosten hochgerechnet,
sodass der durchschnittliche Rentenbetrag bei 1 000 EUR monatlich liegt.
Summiert man alle Kosten ab dem Jahr 2008, bekommt man bereits im Jahr
2020 einen Unterschied der Gesamtkosten von 200 Mrd. EUR zu Gunsten
des neuen Systems. Bis zum Jahr 2060 ist das neue Rentensystem um 3 150
Mrd. EUR billiger, was ganze 25% der Kosten ab dem Jahr 2008 darstellt.
7Eine 50-jährige Person kann mit einem Betrag von 285 EUR monatlich ihre zukünftige
Rente in Höhe von 500 EUR finanzieren. Eine 40-jährige Person braucht nur 145 EUR
monatlich und eine 30-jährige Person nur 120 EUR monatlich zu sparen (gerechnet mit
nominellen Zins von 2.5% p.a.).
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Dieser Trend zeigt sich auch in den weiteren Jahren, bis zum Jahr 2070 wird
das neue Rentensystem insgesamt um mehr als 4 000 Mrd. EUR und damit
um 27% der Gesamtkosten entlastet.
Bis zum Neues Heutiges
Jahr System System Entlastung
2010 560 620 -60
2020 2 420 2 620 -200
2030 4 380 5 000 -620
2040 6 380 7 730 -1 350
2050 8 160 10 430 -2 270
2060 9 730 12 880 -3 150
2070 11 230 15 360 -4 130
Tabelle 6.2: Aufsummierte Kosten beiden Rentensystemen in Mrd. EUR.
Die Tabellen 6.3 und 6.4 vergleichen die Belastung einzelnen Personen zwi-
schen 35 und 55 Jahren8 im neuen (Tabelle 6.3) und im derzeitigen (Tabelle
6.4) Rentensystem. Die Spalte „Bezahlt“ gibt die Information über die be-
reits eingezahlten Beiträge in die gesetzliche Rentenversicherung, wobei der
Berechnung die jeweiligen durchschnittlichen Bruttojahresentgelte und die
jeweiligen Beitragssätze nach nach Angaben der Deutsche Rentenversiche-
rung Bund (2006b) zugrunde gelegt wurden. In der Spalte „Neue Beiträge“
sind die geschätzten Beitragszahlungen in das Umlagesystem des neuen Ren-
tenmodells eingegeben. Zusätzlich wird unter „Kapitaldeckung“ das benötig-
te Kapital berechnet, was man insgesamt aufwenden muss, um eine Rente in
Höhe von 230 EUR bzw. 500 EUR (Spalten bezeichnet mit *) kapitalgedeckt
zu finanzieren9. Die Spalte „Gesamt“ gibt den Gesamtaufwand in EUR an.
In der Tabelle 6.4 wird analog die geschätzte Belastung für das derzeitige
System angegeben, falls es in der Zukunft ohne Veränderungen bleibt. In
der Spalte „Noch zu zahlen“ sind die geschätzten Beitragszahlungen in die
8Alter im Jahr 2008
9Der Berechnung wurde ein konstantes Jahresentgelt, ein nomineller Zins von 2% bzw.
2.5% bei den langfristigen Sparverträgen und Abschlusskosten von 3% der Vertragssumme
unterstellt.
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gesetzliche Rentenversicherung bis zum Renteneintritt unter Annahme der
Beitragsentwicklung nach der Annahmen der Rürup-Komission (2003) ge-
schildert.
Die Tabelle 6.5 vergleicht den Gesamtaufwand der Personen in dem neuen
System mit der Rentenleistung von 730 bzw. 1 000 EUR und in dem heutigen
System in Prozentzahl der Gesamteinkommen der jeweiligen Personen.
Kapital- Kapital-
Alter Bezahlt Umlage deckung deckung* Gesamt Gesamt*
55 110.7 30.0 9.4 46.8 150.1 187.5
50 92.5 43.6 18.4 55.1 154.5 191.2
45 71.1 59.0 23.8 60.2 153.9 190.3
40 44.9 77.0 30.8 66.4 152.7 188.3
35 17.3 97.6 28.8 62.2 143.7 177.1
Tabelle 6.3: Geschätzte Belastung ausgewählter Personen im neuen Renten-
system mit einem Rentenbetrag von 730 EUR und 1000 EUR (mit *) mo-
natlich.
Noch zu
Alter Bezahlt zahlen Gesamt
55 110.7 72.1 182.8
50 92.5 104.1 196.6
45 71.1 137.6 208.7
40 44.9 172.2 217.1
35 17.3 207.6 224.9
Tabelle 6.4: Geschätzte Belastung ausgewählter Personen im derzeitigen Ren-
tensystem mit einem Rentenbetrag von 730 EUR.
Die Belastung aller Personen in dem neuen Rentensystem ist mit gleich-
bleibendem Rentenniveau deutlich niedriger. Selbst mit einer höheren Ren-
tenleistung von insgesamt 1 000 EUR ist das neue System für die meisten
Menschen günstiger: Eine 55-jährige Person würde für die gleiche Renten-
leistung insgesamt um 30 000 EUR bzw. 3.5% des Gesamteinkommens mehr
bezahlen, falls sich bei dem derzeitigen Rentensystem nichts ändert. Eine 45-
jährige Person wird sich mit einem Aufwand von über 190 000 EUR in dem
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Neues System Neues System Heutiges System
Alter mit 730 mit 1000 mit 730
55 16.0 20.0 19.5
50 15.6 19.3 19.8
45 15.0 18.6 20.4
40 14.7 18.1 20.9
35 13.7 16.9 21.5
Tabelle 6.5: Vergleich der Belastung ausgewählter Personen in Prozent des
Gesamteinkommens.
neuen Rentensystem eine Gesamtrente von 1 000 EUR leisten können, ge-
genüber einer Rente von 730 EUR im derzeitigen System mit vergleichbarem
Aufwand. Bei der jüngeren Menschen wird der Unterschied dank der länge-
ren Ansparphase für die kapitalgedeckte Vorsorge noch größer. Der Aufwand
bei gleichem Rentenniveau bei einer 40-jährige Person wird um 60 000 EUR
bzw. um 6% des Gesamteinkommens kleiner sein. Für eine 35-jährige Per-
son unterscheiden sich die beiden Systeme mit gleicher Rentenleistung um
80 000 EUR bzw. 7.5 Prozentpunkte des gesamten Bruttoeinkommens. Das
neue System ist auch hier mit einer höheren Rentenleistung um 45 000 bzw.
4.5 Prozentpunkte günstiger.
Damit zeigt die an dem nestor-Forschungsinstitut durchgeführte Modellrech-
nung, dass die Umstellung auf ein hälftig Umlage- und hälftig kapitalgedeck-
tes Rentensystem:
• das Rentensystem bezahlbar macht
• den Generationenvertrag stabil hält
• die Leistungen für Frauen und Männer erhöht (1 000 EUR pro Monat)
• die Leistungen für Frauen und Männer vorhersehbar macht
• den Staat entlastet um den Bürger zu belasten.
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Dieses neue System der Sicherung für alle Menschen, welches durch den Zin-
seszinseffekt, die Einbeziehung aller Bürger, dank seiner Transparenz, Ein-
fachheit und der Entlastung der „schwächeren“ Generationen billiger ist, ist
für alle Generationen bezahlbar.
Kapitel 7
Fazit
In der vorliegenden Arbeit wurde die Bevölkerungsentwicklung in den nächs-
ten 70 Jahren für Deutschland abgeschätzt. Hierzu wurden verschiedene sto-
chastische und demographische Verfahren herangezogen, mit denen die demo-
graphischen Prozesse Mortalität, Fertilität und Migration analysiert wurden.
Die Modelrechnungen lieferten folgende ausgewählte Ergebnisse:
• Die Lebenserwartung bei Geburt für Frauen (bzw. Männer), abgeleitet
aus den altersspezifischen Sterbeziffern, erhöht sich weiterhin von 81.8
(76.5) Jahren im Jahr 2005 bis auf 90.5 (84.3) Jahre im Jahr 2070, der
90%-Intervall hat eine Breite von 6.7 (9.6) Jahren.
• Die Bevölkerungszahl sinkt von 82.4 Mio. im Jahr 2004 auf 71.9 Mio.
im Jahr 2050 bis auf 63.8 Mio. im Jahr 2070. Der 95%-Intervall weist
eine Breite von 4.4 Mio. im Jahr 2050 bzw. 6.1 Mio. im Jahr 2070.
• Es erfolgt eine Veränderung in der Bevölkerungsstruktur: der Alten-
quotient mit Altersgrenze 65 steigt rapid von heutigen 30% auf min-
destens 60% (2.5%-Quantil) und maximalen 69% (97.5%-Quantil) im
Jahr 2070. Gleichzeitig sinkt gering der Jugendquotient von heutigen
33% auf 30% im Jahr 2070.
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• Die Schätzwerte der Bevölkerungszahl sind zum Teil vergleichbar mit
den Ergebnissen der 11. koordinierten Bevölkerungsvorausberechnung,
wobei die Obergrenze der Variante „mittlere Bevölkerung“ am nächsten
liegt, siehe Stat.Bundesamt (2006a).
Die demographischen Komponenten Mortalität, Fertilität und Migration er-
fordern eine entsprechende stochastische Modellierung, die jedoch demogra-
phisch plausible Ergebnisse liefert. In dieser Arbeit wurden folgende Ansätze
verwendet: ein auf dem Lee-Carter-Modell basierender Ansatz zur stochasti-
schen Modellierung der altersspezifischen Sterbeziffer, ein auf dem endgülti-
gen Niveau und den oberen und unteren Einschränkungen beruhender Ansatz
zur stochastischen Modellierung der altersspezifischen Geburtenziffern und
eine konstante Annahme zur deterministischen Modellierung der Migration.
Die Modelle für die demographischen Prozesse bilden eine Basis für die eigene
Bevölkerungsvorausberechnung, die mit Hilfe der Kohorten-Komponenten-
Methode durchgeführt wurde.
Der zweite Teil dieser Arbeit beschäftigt sich mit der Auswirkung der hier
berechneten Bevölkerungsentwicklung auf das gesetzliche Rentensystem in
Deutschland und schlägt ein neues, zur Hälfte umlagefinanziertes, zur Hälf-
te kapitalgedecktes Rentensystem mit einer gleichen Grundleistung für alle
Rentner vor. Die hier durchgeführte Modellrechnung zeigt, dass das neue
System für alle Altersgruppen und vor allem für die jungen Generationen
günstiger ist als das derzeitige System, obwohl es eine höhere durchschnittli-
che Rentenleistung gewährleistet.
Alle in dieser Arbeit vorgenommenen Berechnungen basieren auf der demo-
graphischen Entwicklung bzw. Entwicklung der Renten in den letzten Jahr-
zehnten und bilden damit die Strukturen und erkennbare Veränderungen aus
der Vergangenheit auf die Zukunft ab. Hiermit handelt es sich um eine mög-
lichst genaue Schätzung der Variablen in den nächsten sieben Jahrzehnten,
jedoch um keine Prognose, welche die Zukunft vorhersagt.
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